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13 不定方程式 
93 
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 より， 
 1111137 =+ yx  ・・・① の解の 1 つは 2,155 == yx  

 すなわち 11112131557 =×+×  ・・・② 
 ①－②より， ( ) ( ) 02131557 =-+- yx  ( ) ( )2131557 +-=-\ yx  

 7 と 13 は互いに素だから，一般に，整数 kを用いて， kykx 72,13155 =+-=-  

すなわち 27,15513 +-=+= kykx と表せる。 015513 >+k かつ 027 >+- k  

よって，kは
7
2

13
1211 <<-- k を満たす整数，すなわち 0,,10,11 -- の 12 個の整数である。 

ゆえに，①を満たす自然数の組 ( )yx, は 12 個ある。 

(2) 
 (1)より， 27,15513 +-=+= kykx  

 よって， ( ) ( ) 1512727215513 --=+-++-= kkks  

 これと kは 11- 以上 0 以下の整数より， 

15127 -- k は 11-=k で最大値 146 を， 0=k で最小値 151- をとる。 

よって， sの最大値は 146，最小値は 151-  

(3) 
 (2)と同様にして， 3006152 +=-= kyxt  

 kは 11- 以上 0 以下の整数だから， 30061 +k は 371- 以上 300 以下の整数である。 
 よって， 30061 +k は 11-=k で最大値 371 をとる。 

 また， 5-=k のとき 530061 -=+k ， 4-=k のとき 5630061 =+k より， 
30061 +k は 5-=k で最小値 5 をとる。 

 ゆえに， tの最大値は 371，最小値は 5 
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(1) 

解法 1 

 与式右辺を xについて整理すると， ( ) kyyxyxP -+---= 1021 22  
これが ( )( )byxayx +++- 2 に因数分解されたとすると， 

( )( ) ( ){ } ( ) abybayxbayxbyxayx +-+-++--=+++- 222 22 より， 

 ( ) ( ){ } ( ) abybayxbayxkyyxyx +-+-++--=-+--- 221021 2222  

 よって，
ï
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これを解くことにより， 4=a ， 3-=b ， 12=k  
よって， 12=k ， ( )( )342 -++-= yxyxP  

解法 2 
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よって， 12=k ， ( )( )342 -++-= yxyxP  

(2) 

 
( )
( )( ) 6423
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 より， ( )( ) 06423 =-+--+ yxyx  

 すなわち ( )( ) 6423 =+--+ yxyx  

 ここで，
î
í
ì

=+-
=-+
byx
ayx

42
3

（ ba, は整数）とおくと，
3

22 ++
=

bax ，
3

7+-
=

bay ， 6=ab  

 よって， ( ) ( ) ( )1,6,3,2, =ba で， ( ) ( ) ( )4,5,2,3, =yx  
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(1) 

 ( ) 1212312223 2222 -+++-=-+-+- yyxyxyxyxyx より， 

 ( ) 012123 22 =-+++- yyxyx  

 これを xについての 2 次方程式と見なし，判別式をDとすると， 

実数解条件より， 0³D  

 これと， ( ) ( ) ( ) ( )( )451451231
4

222 -+-=-+-=-+-+= yyyyyyyD
より， 

( )( ) 0451 £-+ yy  

よって，
5
41 ££- y  

(2) 
 (1)より， 0,1-=y  

 1-=y のとき 

  ( ) 012123 22 =-+++- yyxyx は 03 2 =x となり，これより， 0=x  
 0=y のとき 

  ( ) 012123 22 =-+++- yyxyx は 0123 2 =-- xx すなわち ( )( ) 0113 =-+ xx となり， 

  これより， 1=x  
 よって， ( ) ( ) ( )0,1,1,0, -=yx  

96 
yxn 73 += の形で表せない自然数 n  

解法 1 
 ( ) 11723 =×+-× より， ( ) nnn =×+-× 723  

 これと nyx =+ 73 の各辺の差をとると， ( ) ( ) 0723 =-++ nynx  ( ) ( )nynx +-=+\ 723  

 3 と 7 は互いに素だから，整数 kを用いると， knyknx 3,72 =+-=+  

 よって， yxn 73 += の解は knyknx 3,72 -=+-=  

 yx, は負でない整数だから， 072 ³+- kn かつ 03 ³- kn  

 よって， knk
2
73 ££  

 nは自然数だから， 1³k  

 また， ( )13
2
7

+³ kk すなわち 6³k を満たす任意の自然数 nは負でない整数 yx, で表せる。 

 よって， 5,4,3,2,1=k で調べればよい。 

 1=k のとき 
2
73 ££ n  

 2=k のとき 76 ££ n  
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3=k のとき 
2
219 ££ n  

4=k のとき 1412 ££ n  

 5=k のとき 
2

1515 ££ n  

 よって，求める自然数は 11,8,5,4,2,1  

 

 

 

 

解法 2 
 ( ) yyxyx ++=+ 2373 より， 

 0=y のとき xyx 373 =+  

 1=y のとき ( ) 123 ++x  

 2=y のとき ( ) 243 ++x  

 よって，負でない整数 yx, を用いて，3 以上のすべての 3 で割り切れる数，7 以上のすべ

ての 3 で割って 1 余る数，14 以上のすべての 3 で割って 2 余る数を表すことができる。 
ゆえに，求める自然数は 11,8,5,4,2,1  

 
yx 732008 += を満たす正の整数 yx, の組の個数 

 解法 1 の knyknx 3,72 -=+-= に 2008=n を代入すると， 

 kykx 32008,74016 -=+-=  

 1,1 ³³ yx より， 132008,174016 ³-³+- kk  

 よって， kは 574 以上 669 以下の整数 

 ゆえに，求める組の個数は 96 
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 整数 l，m， nが満たすべき条件は， 541297 =++ nml ， 0³l ， 0³m ， 0³n  

 これより， 0125497 ³-=+ nml  

 よって， 0=n ，1，2，3 

 ここで， kを整数とする。 

 0=n のとき 
  5497 =+ ml より， ( )697 +-= ml  

  7 と 9 は互いに素だから， kl 9= ， km 76 =+- すなわち 67 +-= km  
  よって， l，m， nが満たすべき条件から， ( ) ( )6,0,0,, =mlk  

 1=n のとき 
  4297 =+ ml より， ( )14337 +-= ml  

  7 と 3 は互いに素だから， kl 3= ， km 7143 =+- すなわち
3

147 +-
=

km  

  よって， l，m， nが満たすべき条件から， ( ) ( )0,6,2,, =mlk  

 2=n のとき 
  3097 =+ ml より， ( )10337 +-= ml  

  7 と 3 は互いに素だから， kl 3= ， km 7103 =+- すなわち
3

107 +-
=

km  

  よって， l，m， nが満たすべき条件から， ( ) ( )1,3,1,, =mlk  

 3=n のとき 
  1897 =+ ml より， ( )297 +-= ml  

  7 と 9 は互いに素だから， kl 9= ， km 72 =+- すなわち 27 +-= km  
  よって， l，m， nが満たすべき条件から， ( ) ( )2,0,0,, =mlk  

 4=n のとき 
  697 =+ ml より， ( )2337 +-= ml  

  7 と 3 は互いに素だから， kl 3= ， km 723 =+- すなわち
3

27 +-
=

km  

  l，m， nが満たすべき条件から， 03 ³k かつ 027 ³+- k より， 0=k  

このとき，
3
2

=m となり，不適 

 以上より， 
 ( ) ( )0,6,0,, =nml ， ( )1,0,6 ， ( )2,1,3 ， ( )3,2,0  
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(1) 

 1=c のとき， 211 =+
c

より， 11111 =÷
ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
æ +

ba
でなければならない。 

 ところが， 111 >+
a

， 111 >+
b

より， 11111 >÷
ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
æ +

ba
である。 

 よって， 1=c のとき，①を満たす正の整数 a，bの組は存在しない。 

(2) 

 2=c のとき，
2
311 =+

c
より，

3
41111 =÷

ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
æ +

ba
 

両辺に ab3 を掛けると， ( )( ) abba 4113 =++  

これを展開し，整理すると， 0333 =--- baab より， ( )( ) 1233 =-- ba  

これと， 233 -³-³- ba より， ( ) ( )1,123,3 =-- ba ， ( )2,6 ， ( )3,4  

よって， ( ) ( )4,15, =ba ， ( )5,9 ， ( )6,7  

(3) 

 0>³³ cba より，
cba
111

££  

 よって，
311111111 ÷
ø
ö

ç
è
æ +£÷

ø
ö
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è
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ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö
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è
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ccba
より， 211

3

³÷
ø
ö

ç
è
æ +

c
 ・・・② 

 これと
311 ÷
ø
ö

ç
è
æ +

c
が正の値をとりながら単調に減少することから， 

②を満たす cの値は 1，2，3 

 1=c のとき 

  (1)より，①を満たす正の整数 a，bの組は存在しない。 

 2=c のとき 
  (2)より，①を満たす正の整数 a，bの組は ( ) ( )4,15, =ba ， ( )5,9 ， ( )6,7  

 3=c のとき 

  
3
411 =+

c
より，

2
31111 =÷

ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
æ +

ba
 

  両辺に ab2 を掛けると， ( )( ) abba 3112 =++  

これを展開し，整理すると， 0222 =--- baab より， ( )( ) 622 =-- ba  

これと， 122 -³-³- ba より， ( ) ( )1,62,2 =-- ba ， ( )2,3  

よって， ( ) ( )3,8, =ba ， ( )4,5  

 以上より， 
 ( ) ( )2,4,15,, =cba ， ( )2,5,9 ， ( )2,6,7 ， ( )3,3,8 ， ( )3,4,5  
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解法 1 
 dcba ££££1 と仮定すると， dabcd 4£ より， ( ) 04 £-abcd  

これと 1³d より， 4£abc  
よって， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4,1,1,2,2,1,3,1,1,2,1,1,1,1,1,, =cba  

これと dcbaabcd +++= かつ dcba ££££1 より， ( ) ( )4,2,1,1,,, =dcba  

 dcba ,,, の他の大小関係も考慮することにより， 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,2,4,1,1,4,2,1,2,1,4,1,4,1,2,2,1,1,4
,4,1,1,2,1.2,4,1,1,4,2,1,2,1,4,1,4,1,2,1,2,4,1,1,4,2,1,1,,,

　　　　　　

=dcba
 

解法 2 

 dcba ££££1 と仮定すると， dabcd 4£ より， 4£abc  ・・・① 

 これと abca £3 より， 43 £a  1=\a  
 これと①および bbcb ££ 1,2 より， 41 2 ££ b  
 よって， 2,1=b  

 1== ba のとき 
  dccd ++= 2 より， ( )( ) 311 =-- dc  ( ) ( )3,11,1 =--\ dc  4,2 ==\ dc  

  これは dcba ££££1  
 2,1 == ba のとき 

  dccd ++= 32 より， ( )( ) 71212 =-- dc  ( ) ( )7,112,12 =--\ dc  4,1 ==\ dc  

  これは dcba ££££1 を満たさない。よって，不適 
 以上より， dcba ££££1 のとき， ( ) ( )4,2,1,1,,, =dcba  

 dcba ,,, の他の大小関係も考慮することにより， 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,2,4,1,1,4,2,1,2,1,4,1,4,1,2,2,1,1,4
,4,1,1,2,1.2,4,1,1,4,2,1,2,1,4,1,4,1,2,1,2,4,1,1,4,2,1,1,,,

　　　　　　

=dcba
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(1) 

 pyx =- 22 ， ( )( )yxyxyx -+=- 22 より， ( )( ) pyxyx =-+  

これと， 0>p ， 0>+ yx ， yxyx ->+ より，
î
í
ì

=-
=+

1yx
pyx
 

2
1+

=\
px ，

2
1-

=
py  

(2) 

 033 >=- pyx ， ( )( )2233 yxyxyxyx ++-=- より， ( )( ) pyxyxyx =++- 22  

ここで， ( ) ( )( ) 01112222 >+-+++=--++ yxyxyxyxyx より， yxyxyx ->++ 22  

 また， 0>p ， 0
4
3

2
2

2
22 >+÷

ø
ö

ç
è
æ +=++ yyxyxyx ， 

よって， 1=- yx すなわち 1+= yx  ・・・① pyxyx =++ 22  ・・・② 

②に①を代入すると， ( ) ( ) pyyyy =++++ 22 11  すなわち 133 2 ++= yyp  
これより， ( ) 113 ++= yyp  

( )1+yy は連続する 2 つの整数の積だから，2 の倍数である。 

したがって， ( )13 +yy は 6 の倍数である。 

よって， pを 6 で割った余りは 1 となる。 

(3) 

( ) ( )yyyx ,1, += ， ( ) 11333 ++=- yyyx より， 
 ( ) ( )1,2, =yx のとき 

  733 =- yx  71 =\ p  
 ( ) ( )2,3, =yx のとき 

  1933 =- yx  192 =\ p  
 ( ) ( )3,4, =yx のとき 

  3733 =- yx  73 =\ p  
 ( ) ( )4,5, =yx のとき 

  6133 =- yx  614 =\ p  
 ( ) ( )5,6, =yx のとき 

  1379133 ×==- yx  よって，不適 
 ( ) ( )6,7, =yx のとき 

  12733 =- yx  1275 =\ p  
よって， 1275 =p  


